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到半径随 z 坐标成指数函数衰减的结论。 
利用数值计算和唯象经验公式相结合的方法，首次研究了毛细管电致稳态射流截
面速度的相似律，给出了相似律的经验公式。联系质量守恒方程及半径沿 z 坐标指数
























This report contains some basic theoretical researches and numerical experiments related 
to electrospray and electrospinning. Based on the electrohydrodynamical theory and 
numerical method, the author studies the mechanism of jet, the similarity of the velocity 
profiles for steady jet at capillary tip and the transformation condition from Taylor cone to 
cone-jet. 
First, the electrospray and electrospinning technology are outlined. The research history 
and current study of electrohydrodynamical jet are summarized and the main research 
contents of this report are propsed.Relevent electro-hydraulic dynamics control equations 
and jump boundary conditions are given. Taking the jet of charged drops at capillary tip as 
an example, the effect of inertia force, gravity, viscous forces and surface tension in the 
jetting process are analyzed by using several dimensionless variables. These provide the 
basis for the following further theoretical analysis. 
The velocity profiles and the charge density distribution of liquid film under electrostatic 
force during the jetting process are obtained by numerical calculations based on a 
simplified axisymmetric model. In terms of the Maxwell stress on the liquid surface, this 
report analyzes the jet formation mechanism of liquid film. Through the analysis of the 
variation of section radius for the jet, it reaches the conclusion that the radius declines in an 
exponential function with z coordinate. Combining the numerical calculation and the 
phenomenological method, the author for the first time study the similarity of the velocity 
profiles for steady jet at capillary tip under the electric field and give the empirical formula 
of the similarity law. Considering the mass-conservationmass equation and the exponential 
decay law of radius with z coordinate, the evolution law 2exp( )z  is determined for jet 
section velocity along the direction of jet axis. 
Based on energy equilibrium theorem, for the charged drop at the capillary tip, an energy 
method for the first time is proposed to investigate the critical sufficient condition from 
Taylor cone to cone-jet under isothermal and adiabatic condition. This method is a 
relatively general method, which is also adaptive to the Coulomb emission of isolated 
charged drops. If we appropriately change the balancing equation at the interface, there is 
no difficulty to explain the coaxial jet. 
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第一章  绪论 
 
























































⎛ ⎞−= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
,                  (1.2.1) 
其中ρ 为液体体密度，R 为液滴半径，γ 为液体表面张力， RQ 表示液滴的电荷量，ε
为周围环境的介电常数。显然保证 2 0ω > 的条件下，正整数 m 的 小值为 2，就得到
所谓的 Rayleigh 极限 
( )
1














Fernández de la Mora et al[9], Gañán-Calvo et al[8]，Higuera[10]相继讨论了一系列尺度律
问题。Collins[11]等人利用数值仿真揭示了不同导电性能液体锥的形成机制，其中包含
非常引人注目的两点，一是液体锥尖端曲率的变化规律，二是液体锥轴向速度分布规



















    由于化学、生物等相关科学和技术发展，又唤起了人们研究 Rayleigh limit 的兴趣，
因此有许多相关理论和实验工作发表(Tsampoulos[12]，Taflin [13]，Davis[14]，Hager[15,16], 
Widmann [17])。尤其是 Duft 等人[18]，以及 Achtzehn[19]等人的实验工作， 先实现无外
电场情况下空间孤立带电液滴对称性库仑喷发（symmetry coulomb emissions），清晰
的图片为我们提供了许多真实细节。他们的分析显示库仑喷发是个突变不稳定的瞬态
过程。必须指出的是 Rayleigh limit 是一种理想实验的结果，现实中是无法实现的，首
先无法保证带电液滴和电场的完全球对称性，而且由于离子发射以及蒸发的影响往往
在没有达到 Rayleigh limit 之前液滴已经失去了一部分质量和电荷，实验结果一般都低
于 Rayleigh limit。关于带电液体库仑喷发以及 Taylor-cones 相关内容可以参考 Barrero 




§1.3  主要研究内容 
 
本文的工作主要是基于电液动力学理论和数值计算方法对电致射流的形成机理、












































第二章  电液动力学方程 
 












ρ ρ= + ∇ ⋅ +v ,                     (2.1.2) 
符号 d/dt 为随体导数，其中 ρ为流体密度，g 为重力加速度向量，指向 z 轴负向。 P∇ ⋅
表示内应力张量 ijP σ= , ( 1,2,3)i = 的散度，考虑流体的不可压缩性可表示为 
12 2
3
P S pI I S pIμ μ⎛ ⎞= + − + ∇ ⋅ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠
v .              (2.1.3) 
因此 
22P S p pμ μ∇ ⋅ = ∇ ⋅ − ∇ = ∇ − ∇v ,                (2.1.4) 
其中μ 为运动粘度系数， T[ ( ) ] / 2S = ∇ + ∇v v 为应变速率张量，p 为流体压强。 
方程(2.1.2)中的 eT∇ ⋅ 为 Maxwell 应力张量的散度 
2
eT EE E Iε ε
1= − | |
2
.                     (2.1.5) 
此处 0rε ε ε= ， rε 为相对介电常数， 0ε 为真空介电常数，E 为电场强度向量，EE 表示
张量积，| E |表示电场强度向量的 Euclid 范数，I 为恒等张量。因而有电场力体密度向
量 ef 的表达式 
2
e e bf T q E E ε
1= ∇ ⋅ = − | | ∇
2






















g p q E E
t
ρ ρ μ ε1= + ∇ − ∇ + − | | ∇
2
v v .             (2.1.7) 
从方程(2.1.7)可以看出， 后两项 
2
bq E E ε







b( ) ( )E qε εψ∇ ⋅ = −∇ = ,                     (2.1.8) 





∂ + ∇ ⋅ =
∂
.                       (2.1.10) 
电流密度向量 J 中仅包含导电、对流两项 
bJ E qσ= + v ,                       (2.1.11) 
其中 σ 为电导率。上面方程等号右边第二项表示电荷随液体流动对电流密度向量的贡
献，是电液耦合在电现象方程中的体现。J 在有些情况下还可以考虑包含离子迁移和
电荷扩散的贡献。关于电液动力学的更详细内容请参考 Melcher and Taylor[22]，
Saville[23], Castellanos[24]的工作。 
 






n 表示界面外法向量，并且约定 n 指向的一侧为外侧，那么用符号 
§ ¨ outside insideQ Q Q= −  
















照 t1→t2→n 顺序与 n 构成局部正交直角坐标系。在界面处的流体跳跃条件为 
§¨ 0n ⋅ =v ,                            (2.2.1) 
( )( )e n 0n P T t⋅ + ⋅ =┈ ,                       (2.2.2) 
我们假设流体表面为简单正则曲面，即流体表面可以用一一对应的连续可微的向量值
函数 ( )1 2,r s s 描述，其中 ( ) 21 2,s s D∈ ⊂ R ，且 
1 2
1 2
0, ( , )r r s s D
s s
∂ ∂× ≠ ∀ ∈
∂ ∂
。 













1 1 2n P T n H
R R
γ γ⎛ ⎞⋅ + ⋅ = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
┈
 .              (2.2.5) 
必须注意的是2 Hγ 的物理意义为表面张力的合力。其中 Maxwell 应力张量 eT 的跳跃
条件为 
( ) 2 2 2e 1 21 ( ) ( ) ( )2
nT n n E n E t E tε ε ε⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ − ⋅┈ ,            (2.2.6) 
( )en i iT n t qE t⋅ ⋅ = ⋅ .                        (2.2.7) 
电现象的跳跃条件为 
§ ¨ 0ψ = ,                             (2.2.7) 
§ ¨n 0E t⋅ = ,                            (2.2.8) 
§ ¨E n qε ⋅ = ,                            (2.2.9) 
其中 nt 表示与 n 正交的切向量，显然 nt 应当位于 1t 与 2t 张成平面内。 
表面电荷守恒方程 
( ) § ¨s s sq q qn n n Et σ
∂ + ⋅∇ = ⋅ ⋅∇ − ⋅
∂
v v .               (2.2.10) 
sq 为流体表面电荷面密度， ( )s I nn∇ ≡ ∇ ⋅ − 为表面梯度算子。 
 



































图 2.2  毛细管尖端射流示意图. 
在数值模型中相关物理常数为 
20.008 N s mμ = ⋅ , 
3859 kg mρ = , 
0.0335N mγ = , 
8.0e 6S mσ = − , 
2 2
0 8.854e 12C (N m )ε = − ⋅ , 
12rε = , 
29.8g m s= . 
边界条件数值为 
0 =10000vψ , 
0 =0.02 m sv . 
几何尺寸为 


















2 =2.5mmh . 
通过几个无量纲数我们可以说明为什么计算模型中应当考虑该物理因素，同时也
可以估计出各种因素在电液动力学过程中所起作用的大小。首先考察 Renold 数 
0 0 0.75RRe ρ
μ







= ≈ , 
表明重力的作用不能忽略。因此通过 Renold 数和 Fround 数我们知道采用耦合了电场
力的 Navier-Stocks 方程(2.1.7)是合适的。Weber 数为 
2
0 0 0.0036RWe ρ
γ
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